Analisis Matematico
Evaluacion de continuidad y derivadas — Soluciones

1. Justifica que la ecuacion sen- x? = cosx tiene exactamente dos soluciones reales.

Solucién. Definamos f : R — R por f(x) = senx + x? — cosx. Dicha funcién es indefini-
damente derivable €R. Por supuesto, es continua y esta definida en un intervaberies que
f(=n)=f(nr)=n*+1>0y f(0)=—1 < 0. Por el teorema de Bolzano deducimos que hay
puntosc; €] — 7, 0[y ¢z €]0, 7| en los que la funciérf se anula;f(c1) = f(c2) = 0. Veamos
gue dichos puntos son los Unicos puntos donde la funciénuda.an

Tenemos qug’’(x) =cosx +2x +senx y f”(x) =—senx + 2 4+ cosx. Como—1 <senx <1

y —1 < cosx < 1, es claro quef ”(x) = 0 para todax € R, de hecho se tiene qué”’(x) > 0
para todax € R, porquef ”(x) = 0 solamente puede ocurrir si ser= 1y cosx = —1, lo cual

es imposible porque cds + serf x = 1. Como f”(x) > 0 para todax € R, deducimos que

/' es estrictamente creciente Bnpor tanto /'’ puede anularse, como mucho una sola vez (de
hecho se anula una sola vez, pero eso no interesa) y, porrehtaae Rolle, concluimos que
Jf solamente puede anularse como mucho en dos puntos. Quenialzaio que la ecuacion
senx + x2? = cosx tiene exactamente dos soluciones reales. ©

Comentario. El ejercicio resuelto nimero 127 en la pagina 290 de mi liler€dlculo Diferen-
cial es casi idéntico a este. Hemos hecho en clase variasogysrmuy parecidos y en la relacién
de derivadas habia un ejercicio del mismo tipo cuya soludétallada puse en el SWAD.

2. Dadox €]0, 1] demuestra que® < ax + 1 — a para todax > 0. ¢, Cuando se da la igualdad?.

Solucion.Es el ejercicio resuelto nimero 133 en la pagina 293 de noi tbrCalculo Diferencial.
Este ejercicio lo hicimos en clase.

Comentario. ¢ Para qué sirve tener una excelente coleccion de ejercasasltos? ¢ Para qué
sirve hacer ejercicios en clase?

3. Calcula los limites siguientes.

a) lim

x—0 X x—0

-1
2Iog( < )_x 2 — 2 cosx 1/(1—cosx)
By lim (7)

x2

L e’ —1 . : .
Solucion.a) Como im —— =1 (es un limite de los que debes saber de memoria: muy facil
X

x—0

de recordar porque es la derivadalede la funcién exponencial), el limite pedido es una inde-
terminacioén del tip(}g. Aplicaremos la Inevitable Regla del Marqués de L'Hbépitarivando
numerador y denominador obtenemos la funcion:

X xe' —e+1 X xef—e¥+1 e -1
2 —1=2 — =
er —1 x2 e —1 x2 2x
_ X x2e¥-2xe¥ 42x + x? xe¥-2e" +2+x
e —1 2x3 x2

Donde he usado que pata— 0 es & —1 ~ x y también — jprodigiosa idea! — lsmplificado
porx numerador y denominador. Ahora tenemos que calcular urllsdirite.

er-2e" 42 ef—eX+1 1 e’ —1 1
lim = 2 (laRegla=lim 2522 T i (e - £ )= (1-1)=0.
x—>0 X x—>0 2x 2 x—0 X 2
1 — cosx P .
b) Como irrz) -— = 1/2 (esto no precisa justificacion, es uno de los limites quesietre
xX—> X

nocer), el limite pedido es una indeterminacion del tifo Usaremos el criterio de equivalencia
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logaritmica. Tenemos que:

| 2 — 2cosx - | 2—x2—2003x_ x2 2—x%—2cosx
1 — cosx x2 "1 —cosx x2 " 1 —cosx x4
2 — x2 —2cosx
~pf T e
X4

Para calcular este limite, como es una indeterminaciérip[tegt derivamos numerador y deno-

minador: s
., .2—Xx*—2cosx . senx —x 1
[im2—— = (jlaReglal)= IiM ——— = —-
x—>0 x4 x—0 x3 6
El dltimo limite no requiere justificacidn, es uno de esostém(jotro mas!) que debes saber de
memoria. Claro esta, si no te lo sabes, lo calculas. El lipgtiido es igual a@/°. ©

Comentarios.En la relacion segunda de derivadas habia limites pare@tiyrs mas complica-
dos) cuyas soluciones puse en el SWAD con comentarios yoaxjdines detalladas. De poco ha
servido. Vuestra principal dificultad no es derivar ni, muahenos, aplicar la regla de L'Hépital
(porque eso ematemagiajue a todos os gusta), no, la dificultad mayor es sumar, restéipli-

car y dividir sin cometer errores. Las cuatro operacionegha de la aritmética se aprenden (o
...¢se aprendian?) en la escuela. Los profesores de Udadreo sabemos ensefiar esas cosas.

4. Calcula un puntda, b) cona > 0 de la pardbolay = 3 — x> de forma que el segmento de-
terminado por la tangente a la parabola en dicho punto y ks @ordenados tenga longitud
minima.

Solucion.Pongamos (x) = 3 — x2. La tangente a la parabola en un pu@tof(a)) es la recta

de ecuacion cartesiana- f(a) = f'(a)(x —a), es deciry —3 +a? = —2a(x —a). Los puntos de
. . 3+ 2 .

corte de dicha recta con los ejes sbra= (0,3 +a?)y B =( 72—+ 0). La longitud del segmento

(3 + a?)?
4a?

ABes \/(3 +a?)? + . Consideremos la funcioh:]0, +oo[— R dada por:
(3 +a*)?

h(a) = 3 +a*)?* + i

=(3+a*)’ (1+L) (a > 0)

4q?
Se trata de calcular el minimo absoluto de dicha funciéR €nCalculamos los puntos criticos:

8a* +a*—3

442 2a3

1 1
h'(a) = (3 + a*)4a (1 + —) -3+ a2)22—3 =B +ad)
a
PongamosP(a) = 8a* + a*> — 3. Los puntos criticos dé son las soluciones positivas de la
ecuacionP (a) = 0. Hacienda:? = u, debemos resolver la ecuaci§m® + u — 3 = 0, cuya Gnica

-1+ /97

solucién positiva e = . Por tanto, la ecuacioR («) = 0 tiene una Unica solucion

positiva que ego = /. Como P(0) = —3 y la funcién P es continua y no se anula fnay|,
deducimos queP(a) < 0 para todaz € [0, ap[. Andlogamente, com®(1) =6 > 0y P no
se anula efag, +o0o[, deducimos queP(a) > 0 para todoe €lag, +o00[. En consecuencia, la
funciéni es decreciente €, ag] y es creciente efag, +o00[, 0 que implica quéi(a) = h(aop)
para todaz > 0. La longitud minima del segmentbB se alcanza para el valar= aq y viene
dada por:

1
B4+a)/l+—
4o

©
Comentarios.Hemos hecho este mismo ejercicio para el caso de una eligssojucion deta-

llada la puse en el SWAD. Los calculos para la parabola somti@smas simples que para la
elipse.
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